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2,5,6,7] sau I = {0, 3, 4, 5,8},
Capitolul I

NUMERE NATURATE

1.1. PROPRIETATTLE RELATIE| DE DtVtZIBtLITATE iN X.

''t)]' cRtrERlt DE DtvtzrBrLrrATE. NUMERE pRtME, NUMERE coMpusE
pArnnr pERFECT, cuB pERFECT, ULTIMA clrnA A uNUt
NUiTIAN NATURAL.

A. ErcurNrr or rruNrcA utrrunncA
,6:4.q+2, qeN, nu sunt Ar: Propriet5lile relafiei de divizibilitate, criterii de divizibilitate

Numdrul natural a se divide la numSrul natural b dacd existi un numSr natural c astfel
incdt a=b.c.
Notbm bla (b divide a) sau aib (a se divide la b).

ri g:emetice. au rrmas 30 de 1. propriet[fite rela{iei de divizibilitate
'1.1. ala, Vae N;

l.2.Dacb a,be N., aln qi Ula, atunci a = b;

1.3. Dacd e,b,ce N-, alb qi blc, *nci alc.

2. Se deduco de asemenea, urmitoarele proprietflfi:
2"1.Dacb a,6e N* qt bla, atunci bl(na),Ve N.

Demonstralie: bla =fft e N astfel incdt a = b . k = nct = n. bk = b . (ntc) > bl(na).

ExEMpI-uL l: 157 63. 25 i5 pentru cd, 25i.5.

2.2.Dacd a,b,de N.,dla qi dlb, atunci dl(a+O).
Demonstra(ie:

dla qi dln --> 
=k1,k2e 

N a.i. a : d . k, qi b = d . kz > a + b = d (k, + kr) => (a + b)i d.

Exnruprur z: (s' . 29 + 293 . 7)i29 pentru cd 51 . 2gizg qi 293 . 7 i2g .

2.3.Dacd" a,b,de N.,dla, dlb qia)b, atunci dl(a-b)-

ExEMILUL:: (ZS:la- 26)i2 pentru cd 75398:.2 qi 26:2.

2.4.Dacd d,a*er,...,e.- e N qi dla,dlar,...,dla,,atunci

dlarbrtarbrt...!a,b,), Vb,br,...,b,e N pentru care arbrxarbr!...*a,4 e N.

Demonstrafia se obline din2.1.,2.2.,2.3, dar depigeqte cadrul lucrlrii.
ExBrupr-ur- +: ll(z' .7 +2s .72 -2'.7'), Fentru ca lll;lll'z;tlt'.
Doud nurnere naturale pentru care singurul divizor co.mun este 1 se numesc numere
prime ?ntre ele. Vom scrie (c, b): 1.
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2.S.Dacd a,b,ce N., aib,aic gi (b,c)=1, atunci ai(b.c).
Exurrprurs: (S'.7' -5):10 pentru ca (S,.7, -5):5 $i (5,. 7' -5):2.
2.6.Dacd a,b,deN-, dl(a+b) Si dla, attnci dlb.
Demonstralie: dl(a+b) qi dla=](,!eN asrfer inc6t a+b=d.kr gi

a = d . k, = b = d (k, - tcr) = aln.

Obsetvalie: Prin reducere la absurd, se obfine imediat urmdtoarea afirmafie: Dacd
a,b,deN-, dla Si dlb, atunci d/(a+b).
Exeltplur 6:DacL x,y€ N*, a=x*3y, b=3x+7y, attxrci (a+b+3)/2.
intr-adevdr, a * b = 2(2x + 5) qi a + biz.

Cum 312=(a+b+3)lz.

3. Criterii de divizibilitate
Fie a=ata2...an numir natural. Atunci, ar.l},-t +ar.l0"-2 +...+qn_' .I0+a,=
= 10(a, '10"-2 + ar.l0"-3 +...+ eo_t)* o".

Se pot deduce imediat criteriile de divizibilitate cu 2,5,I0.
3.1. Un numir natural a se divide la2 dacd gi numai dacd, u(a)e {0,2,4,6,g}.
Observalie: Vom numi numdr natural par un numir natural, divizibil cu 2 qi vom numi
numir impar un numdr natural care nu se divide la 2.
Folosind teorema impnrlirii cu rest, orice numdr natural se poate scrie in una din
formele a: 2k ru,, o : 2k+1. Se oblin astfel doud mullimi disjuncte ale mullimii
numerelor naturale.

ry ={zrlre x}u{zr+rlre x}.
ExEuprur 7: a) Suma oriciror dou[ numere nafurale care au aceeagi paritate este un
numdr par;
b) Suma oriclror dou[ numere naturale care au paritSli diferite este un numir impar.
Fie a gi b cele doud numere.

a) Dacd a qi 6 sunt pare, atunci u(a) qi u(b)e {0,2,4,6,8}

= u (a + b) = u (u (a) + u (b)) e {0,2,4, 6,8} = (a + b) este par.

Dacd a qi D sunt impare, arunci u(a), u(b)e{I3,5,7,9}=u(a+b)e{0,2,4,
6,8] + (a + b) este numdr par.

b) Daci a este par gi b este impar >lk,k2e N, astfel incdt a=2k, qi b=2kr+r>
+ a+b=2(k,+kr)+I= a+b este numdr impar.

3.2. Un numdr natural a se divide la 5 dac[ 9i numai dacd u(a)e{0,5}.
ExBlaprur 8: a=768979-144444 se divide la 5 pentru c6. u(a)=s.
3.3. Un numdr natural a se divide la l0 dac6 gi numai dacd u(a)=A.
Obsemalie: Un numlr natural se divide la l0 dacd gi numai dacl se divide la 2 gi la 5.
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ct: (f,ta2...an - ar'10"-t + ar'10"-2 + ...+ an-t'10 + a, =

:l incdt a+b=d.kr gi =100(a, .10'-3 +ar.l0'-4+ ...ra,_r)+t*,r,.
Obfinem, astfel, criteriile de divizibilitate cu 4,25, 100.

rmiroarea afrmalie: Dacd 3.4. Un num[r natural se divide la 4 dacl gi numai dacd numdrul format cu ultimele

wr (a+b#)1r2.

doui cifre ale sale se divide la 4.

3.5. Un numdr natural se divide la25 dacd qi numai dacd numlru] format cu ultimele

doud cifre ale sale se divide la 25.

3.6. Un numdr natural se divide la 100 daci qi numai dacd ultimele doud cifre ale sale

sunt nule.

ExEMpLUL l0 75896432:4 pentruca ur(75896432)=32 gi 32:4.

1765%5125 pentru ca ur(1765935)= 35 si lSIzS.

Vom nota Mo un multiplu oarecare al numdrului a. Astfel, sunt utile utmStoarele

precizdri:.

u{dl€{0.:.+.o.ai. a) (a+b)' =M"+b"; (a+b)" =a" + Mu' vne N;

Ldirizibilcu2 givomnumi b) (a-b)'" =Mo+b'"; (a-b)" =a" +Mu;

, se poate scrie in una din c'1 (a-b)'".t -Mo-b'"*t; (o-b)'"*'=az'*t +Mu'

lgimi disjuncte ale mullimii ExBlrpLur 11: 10'=(9+l)'=Mn+l. Cummultiplii lui 9 sunt qi muitipli ai lui 3,

putem scrie 10' = M, +I.

Putem observa cd a = r,tr- t, = (M n + l). a, + (M, + l). a, + ...+ (V, +l)' a,-, * Q, =

= Mn + (a, + a, + ...+ a,) li oblinem:

e este un mrmir impar. 3.7. Un numbr natural se divide la3 dacl gi numai dac6 suma cifrelor sale se divide la 3.

ExEMPLUL 12: Num6ru1 s= !0r.0.8 se divide la 3 pentru ci s(a)=4+8=12 $i

t2:3.
3.8. Un numdr natural se divide Ia9 dac|gi numai dacd suma cifrelor sale se divide la 9.

)

'-tn -s)iz.

: au aceeaqi paritate este un

par-

ul ale io,s].
i ula)=5.
r u(a)=9.
.i dacd se divide la2 qila 5.

ExEMeLULg: (o'o -2'):10 pentru ca u(6'o -ro)=0.
Considerdm:

3.9. Un numdr natural se divide la 11 dacd qi numai daci diferenfa dintre suma cifrelor

situate pe pozilii pare gi suma cifrelor situate pe pozilii impare se divide la 11.

ExEMrLUL 14: 321465903:lI pentru cd (:+t+6+9+3)-(2 +4+5+0)=

=22-tl=1lil1.

5-:-9] = u(a + b)e {0,2,+, F1EMpLUL 
13: Orice numir de 9 cifre cu toate cifrele identice este divizibil la 9.

in mod asemindtor se pot obline criterii de divizibilitate cu divizorii lui 1000, adici 8,

car s= 2k, Si b=2kz+l= 125, 1000,folosindnumirulformatcuultimeletreicifrealenum[ruluidat.

Folosind l02n =(t t - t)" = MrrI1 $i 102'*t = Mrr-L, putem obline:
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ExEMrLUL 15: Aflali c6te numere naturale de

("n" + a")'n .

n = abc. 102 + dn = on".gg + abc +8.
("u"+a"),tl+n:ll. Existi 90 000 de numere de 5 cifre, dintre care glgl se divid
la 11.

3.10. Un num[r a=ata2.,an se divide la de{l,tt,tZ} dacd gi numai dacd
eta2,..ab3 - en_2an_ta, se divide la d.

Observalie: {l,tt,tZ} c 400,.

Az: Numere prime, numere compuse
Mullimea numerelor prime reprezintd o clasb foarte imporlanta de numere nafurale.
Majoritatea tezultatelor impoftante ale teoriei numerelor, referitoare la numere prime,
depdqesc nivelul clasei a VI-a qi ele vor putea fi completate progresiv in clasele
urmbtoare.
Numim nrtmdr prim orice numir nafural p) 2, care are exact doi divizori: pe I gi pe
el insugi.
Obsenalie:
1. Numerele 0 gi 1 nu sunt numere prime.
2' Singurul numdr par, care este numdr prim, este numErul 2. (Toate celelalte numere
pare se divid la 2, deci au cel pu{in trei divizori.)
orice numSr ne N \{0,1i , care nu estenumdrprim, se numegte num6r compus.
Se pun urmdtoarele intrebdri:
l. Cdte numere prime existi?
2. Care este forma numerelor prime?
La prima intrebare, rdspunsul este dat de urmitorul rezultat:
Teorema 1: Existd o infinitate de numere prime.
Demonstralie: Presupunem cd nu existd o infinitate de numere prime. Fie z num6rul
acestora. Mullimea numerelor prime va fi p={p,p2,...p,}. vom demonstra ci
numirul p= pr.pz.....p,+l este num[rprim.

Este evident cd p> p,, Vi =t,, li c6p;nueste divizor allui p,yi=ln.RezuItdcd,p
nu se divide la niciun num6r prim, adicd este el insuqi numir prim. cum pG p, se
constatd o contradiclie intre presupunerea cd toate numerele prime sunt in mul{imea p
qi faptul cd pG P, deqip este numdrprim. in consecintE, prl.rrpuo*r"a a fost falsd gi
existi un numlr infinit de numere prime.

As: Pitrate perfecte
1' Pentru a detnonstra cd un numdr nutwral este pdtrat perfect putem folosi unul
dintre rezwltatele urmdtoare:
14 | matematicd de excelenli. Clasa a Vl-a
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n= obcde au proprietatea

re. dintre care 8181 se divid

'13] dac[ qi numai daci

nrrantd de numere naturaie.
refutoare la numere prime,

Fd€tae progresiv in clasele

set doi dir-izori: pe I gi pe

u '. tToare celelalte numere

m*te numlr compus.

r:

iJrrrcre prime. Fie n num6rul

"..p-]. \.om demonstra cd

lui p. Vi=p. Rezultdcdp
n'mir prim. Cum pe P, se

'le prime sunt in mulfimea P
Fsupunerea a fost falsd qi

1.1. Un num[r natural n este pdtrat perfect dacd existd k e N astfel incdt n = k2 .

ExEMpLUL 1: 0:02; 1:12; 16:4'; 169:13'. Vorn spune cd 0, l, 16, 169 sunt

pdtrate perfecte.

ExEMeLUL 2: Dacd a e N, atunci c6 este pdtrat perfect pentru cd au =(r' )t Si at e N.

1.2. Produsul a doud pdtrate perfecte este un p[trat perfect.

Demonstrulie.' Fie c = n2 $i b = mt cu rn, n e N.

Atunci a'b=n'.*'=(r-m)t Si n.meN, deci a.b estepdtratperfect.

ExEMnLUL 3: 64".g'o = (B')' .(r" )' = U0".93" este pdtrat perfect.

1.3. Rezultatul anterior se poate generaliza:

Dacd e,ar,....,au sunt pdtrate perfecte, atunci produsul p = ar' a2' ...' ao este pdffat

perfect.

ExeupruL 4: 64' .gt' .2lu =(8')' .(:")'.(zf')' este pdtrat perfect pentru cd se scrie

ca produs de pbtrate perfecte.

Obsetvafie: Pentru at=az=...=Qk pdtratperfect, atunci P=(or)* estepdtratperfect,

oricare ar fi fre N.

ExEMPLUL 5: 8l' ' 16" =[{n o')']' .rr" pitrat perfect pentru ci se scrie ca putere cu

exponent natural a unui pdtrat perfect.

1.4. Orice putere cu exponent par a unui numdr natural este pdtrat perfect.

intr-adevil, pentru fre N*, kt' =(k")t qi k'e N., rezult[ k2" este pdtratperfect.

Observalie: Dacd un numir natural este scris ca putere cu exponent impar nu rezultd

cb acesta nu e pdtrat perfect.

ExEMPLU 6: 64=43 este putere cu exponent impar dar, 64=Bt qi este p6trat perfect.
'!.5. Un num[r natural, descompus in factori primi, este pdtrat perfect dacd qi numai

dacb tofi factorii sunt pdtrate perfecte.

Demonstralie.' F-ie a = pi' . p;' . .... pio ctr p, p2,..., pr, numere prime distincte.

Dacd pi' ; pi';...; pir sunt pdtrate perfecte 'j o est. pbtrat perfect.

Pentru implica{ia reciprocd facem precizarea cd, dacd a este pdtrat perfect, iar p este

un numdr prim, divizor al lui a, atunci p2 va fi, de asemenea, divizor allui a.

Considerim aeLtm a pdtrat perfect cu descompurierea in factori prirni a = pi' ' pi' '

.....pf . Rezultd c6 existi n e N astfel inc0t pi'.pi''...'pf =n'. De aici, p,ln',

Y i=lik. Cum descompunerea ?n factori este unic6, reza\td n,i2, Y i=t,E= toli

factorii pi' suntputeri cu exponent par ale unor numere naturale I srrnt pdtrate

perfecte.
t perfeA puftm folosi unul
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1.6. Orice pdtrat perfect nenul se poate scrie ca sum6 de
consecutive cu primul termen al sumei l.
Demonstralie: Fie q=n2,n+0 p[hat perfect nenul.
a=t+3+ 5+...+(2n_t) .

I +3+5 +...+ (zn -t)=(t +2+3+...+ zn)-z(t+ 2+...+ 11 =2n(2f 
*1) _r.

n(n+l\ 2

=n(2n+l)-n(n+l)=2n2 +n-n2 -n=n, +n, -l+3+5 +...+(2n_l).
Exnvrprur 7: Numdrul a = 4 + 4 . 3 + 4 - 5 + 4. 7 + ... + 4. 99 este pdhat perfect pentru cd
a=4(l+3+5+...+99) =2, .(t+3+5 +...(2 50_1)) =2, .s02 =toO, qi esie patrat
perfect.

2. Pentru a demonstra cd un numdr naturar nu este pdtrat perfect putem forosi:2.1- Dacd' cifra unitililor unui numir natural aparfine -rr4i-ii 1),2,1,{1,atunci acel
numdr nu este p[trat perfect.
Demonstralie.' Vom ardta cd, dacil a este pitrat perfect, afunci cifra unit6(ilor numdrului
aesteunadinhecifrele:0,1,4,5,6,9.intr-adevbr, considerdnd a=k,,ke N ginotand

u(x) = cifra unitililor numirului.r, oblinem corespondenta descrisd de tabelul urmitor:

u (a) = u (tc' ) e {0,t, 4, 5, 6,9} .

Explprur 8: Numinrl 2170573 nu este p[trat perfect pentru cd uer70573) : 3 9i3a {0,1,4,5,6,9} .

obsemalie:Dacd aeN gi rz(a)e {0,r,4,5,6,9},nurezurtdcdaestepdtratperfect.
Exnrwrur I : u (tS) = 9 e {0,1, 4, 5, 6,9} qi 1 9 nu este pitrat perfect.

2.2. intre dou[ pitrate perfecte consecutive nt qi (n+r)'z existd exact 2n numere
nafurale, dar niciunul dintre ele nu este pltrat perfect.
ExElraprur 10: Produsul a dou[ numere naturale nenule consecutive nu este pdtrat
perfect.
Vom demonstra c5, oricare ar fi doui numere naturale consecutive n si n+1, produsul
lor este cuprins intre doui pItrate perfecte consecutive.
Fie a= n-(n+l); ne N*.

n<n+l+n(n+t)<(n+t)'l , ,

n, <n(n+l) 
'/ 

l+ 
n'<n(n+1)<(n +1)'+

1 n2 q a < (n +l)' > q fiieste pitrat perfect.
2.3.Dacd a este num6r prim, atunci a nu este plfrat perfect.
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de numere naturale impare

ruL Vom demonstra cd

n''1=2o(2n+l) -r.
: =l+3+5 +...+(zn-t).

este @trat perfect pentru cl
-5S=100' qi este pbtrat

pafaputemfolosi:
,W {25,7,8},atunci acel

ri ciFa rmitii{ilor num[rului
ffi a=kt, fte N gi notdnd

descrisfl de ebelul urmdtor:

canrr cI 42170573): 3 9i

;ci a este pdtrat perfect.

p€rfect

t)t existii exact 2n numere

cmsecutive nu este pihat

imrtive n gi n+1, produsul

Demonstrulie.. Presupunem, prin reducere la absurd, cd a este p[trat perfect. Rezult6 cd

existi n e N astfel incdt a=k', adicd a=k'k, de unde ai.k qi a+k,k+1,
contradic{ie cu faptul cd a este prim. Presupunerea a fost falsd qi a nu este p[trat perfect.

2.4.Dacda este num[r natural, iarp este numdr prim astfel inclrt pla qi p'l a, a1tnci a

nu este pdtrat perfect. Aceasta este o consecinld a faptulu! c6, dacd p este prim qi plo,

iar a este pitrat perfect, annci ptla.

ExEMpLUL li: Numdrul a=1.2.3.....15 nu este pdtrat perfect pentru cb existd

p =l3astfel incAt nla qi p' / a
2.5. Dacd in descompunerea in factori primi a numdrului natural a existd cel pufin un

factor care nu este pdtrat perfect, atunci a nu este pbtrat perfect.

Afnmalia rezultddin 1.5. prin reducere la absurd.

ExEMpLUL 12: a=(tO.+S)' nu este pdtrat perfect pentru ci descompunerea sa in

factori primi este a =2" '3'53 qi con{ine factorul 5t care nu este pdtrat perfect.

2.6. Dacd numlrul natural a areunnumdr par de divizori naturali, atunci a nu este pdtrat

perfect.
Demonstralie.. Vom demonstra ci numdrul divizorilor oricdrui pdtrat perfect este impar.

Pentru acestea, ne amintim c6, dacd a= pi''pi''...'pir este descompunerea

in factori primi a numdrului a, atunci numbrul divizorilor lui a este

o ( a) = (nr + l)(nr + 1)' ...' (nr * 1). Cum a este pdtrat perfect, numerele n,nr, ..., nu snnt

pare = toli factorii n,*I,nr*l,..., no*l sunt numere impare +o(a) este numir

impar.

EXEMpLUL 13: Numarul a=3tot .768.5102 are 106'65'103 divizori, adicdareunnum6r

par de divizori, deci nu este pdtrat perfect.

2.7. Pentru orice numir natural n)3, existd re {0, 1, n -1} astfel ?ncdt

A, = {n. k + rlk e N- } nu conline niciun pdtrat perfect.

ExsN4pI-uL 14: Nu exist[ pdtrate perfecte de forma 3k +2.

Vom demonstra ci pentru orice numdr natural a pdlratil sdl, a', se scrie in una

din formele: q'=3k sau a2 =3k+1. Folosind teorema imp[rfirii cu rest,

a=3p+r,re{0, t, zi. Pentru r=0}a'-9p'=z'(3p')=ztt cu k=3pt.

Pentru v = 12 a' = 9 p' + 6 p + l = 3(3 p'z + z p) + 1 = 3k+ 1, unde k = 3 p' + 2 p. Pentru

r=2= a'=9p'+12p+4=3(3p'+4p+1)+1 = 3k+1, ct k=3p2 +4p+1.

Obtinem cd., dacd un numdr este deforma 3k +2, atunci acesta nu este pdtrat perfect.

Observalie: Cu justificdri similare putem formula alte rezultate utile:

EXEMPLUL 15: Daci numdrul natural a are una dintre formele: a=4n+2; a=4n+3;
a=5n+2; a=5n+3; a=6n+2; a=6n *5,...atunci a nu este pitratperfect.
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Ar: Cuburi perfecte
1. Pentru u demonstra cd un numdr natural este cub perfect:
1'1' Numdrul natural n se nume$te cub perfect dacde*irta,r' num6r nafural f astfelincdt n=k3.
ExBuprur 1: 0 = 0'; 1= 1'; g = 23; 1000 = r03. Rezurti c[ numerele 0, 1, g, 1000 suntcuburi perfecte.
1.2. Produsul a doud cuburi perfecte este cub perfect.
Demonstralie.. Fie a = n3 Ei b = m, cu r, ra € N.
Afunci, a. b = n' .., = (n. *)' qi n. meN + a. b este cub perfect.

E'EM.LUL 2: 64"'gto =(4')''(q')'=este cub perfect, ca produs de dou[ cuburi
perfecte.
1'3. Afirma{ia l-2. se poate generariza:Dac6 a,ar,...,ao sunt cuburi perfecte, atunci
produsul p = er.a2. .... au este cub perfect.

Ex'uprur 3: aro.27,.b3p =(oo)t.(:,)r.(trr),estecubperfect, ya,beN.,vn,fr,pe 
N.

observatrie:Pentru er=ez=...=ek cuburiperfecte,numdrul p=(ar)o estecubperfect,
oricarearfi fte N.

E*EM'LUL 4: 27'-'163' =[(, 16)'] =(+a')' este cub perfect pentru c6 se scrie ca
putere cu exponent natural a unui cub perfect.
1'4' Orice numdr nafural nenul, 

"ut" 
.. scrie ca putere cu exponentul multiplu al lui 3,este cub perfect. ' -' -'-r--'

intr-adevdr,pentru fr€ N*,#3' =(k")t gi f'e N, deci k3, estecubperfect.
observutie: Dacd un numdr nafural este scris ca putere cu exponent care nu se divideIa 3, nu rezultdc[ acesta nu este cub perfect.
EXEMPLUL 5: a2 are exponentul 2 qi z/3. pentru a=g, obtinem a, =43, care este
cub perfect.
1.5. un numdr natural,. descompus in factori primi, este cub perfect dac6 gi numaidaci tofi factorii sunt cuburi perfecte.
Demonstralie: Fie a = pi' . pi' . ...' pr c\ p, pz,,..,pr numere prime distincte.

Dacd pi' ' p? '.-.' pf; wntcuburi perfecte 3o = pi . p? .. .. pr este cub perfect.
Pentru reciprocd, ludm in considerare faptul cd, dacd a este cuu perfect, iar p estenumdrprim,divizorallui a,atuncip3 estedivizoi arluii.rieoc,ruperfect >fneN
astfel incdt a=nt, a= pi' . ptr ..... pf + p,lnr,yf=I3. Cum descompunerea infactori primi este unicd, fbcdnd abstractie de ordinea factorilor, rezult' c[
n,:3,Yi =I,k = toti factorii pi, stntcuburi perfecte.

2. Pentru a demonstra cd un numdr natural nu este cub perfect:
2'f intre doud cuburi perfecte consecutive nt qi (n+t)r ,urrt exact 3nz+3n numere
naturale, dar niciunul dintre ele nu este cub perfect.
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fect:
ti un numdr natural k astfel

rnumerele 0, 1, 8, 1000 sunt

I prerf-ect.

ca produs de doub cuburi

sunt cuburi perfecte, atunci

r:t- ;a.6e N',Vn,fr,pe N.

,I p =(a )' este cub perfect,

rfect pentru ci se scrie ca

:rpc'nenrul multiplu allui 3,

sre ;ub perfect.

erponent care nu se divide

ob$nem at =4', care este

cub perfect dacd qi numai

nere prime distincte.

...-p:' este cub perfect.

este cub perfect, iar p este
Fie a cub perfect = lze N

Cum descompunerea in
rea factorilor, rczultl" c6

wrfect:

;unt exact 3n2 +3n numere

EXEMPLUL 6: Produsul a trei numere naturale nenule consecutive nu este cub perfect.

intr-adevlr, fre a = n(n +1,)(n+ 2),n e N..

n<n+ll ., .

,l > r' < ( n +1)(n + z)1. n = n' < a (t).n<n+21 \

Pe de alti parte, n2 +2n<n'+2n+le n(n+z)<(r+r)'l .@+l)> n(n+l)(n+z)<

. (n + I)t = o . (n *l)' 3 r' < o < (r+ 1)r + a nu este cub perfect.

2.2.Dacd c este num6r prim, atunci a nu este cub perfect.

2,3.Dacda este un numdr natural qip este un numdr prim astfel incdt pla qi ptlo,

atunci a nu este cub perfect.

ExEMPLUL 7: Numdrul a =I. 2' 3....' 30 nu este cub perfect pentru cd ifjla gi 13'/c.

2.4.Dacd in descompunerea in factori primi a numSrului natural a existd cel pulin un

factor care nu este cub perfect, atunci a nu este cub perfect.

Acest rezultat se deduce prin reducere la absurd.

EXEMpLUL 8: Numbrul e=2" .24'u rtu este cub perfect pentru ci descompunerea sa

in factori primi este q =2uu .3tu $i 3tu nu este cub perfect.

As: UItima cifri a unui nurner natural
Determinarea ultirnei cifre a unui num[r ne ofer[ informalii irnportante asupm

propriet6{ilor acesfui numir. Uneori, este necesar sd deterrninbm ultimele doud cifre

a1e num6ru1ui.

Criteriile de divizibilitate cu 2, 5, l0 sunt in strAnsS dependen!1 cu ultima cifrb a

numerelor, iar criteriile de divizibilitate cu 4 Si 25 sunt in legdturb cu ultimele doui
cifre ale numdrului.
Ultima cifrd a unui num5r este utilS qi in a stabili dacb acest num6r poate fi p[trat
perfect.

Vom nota cu u(n)= ultima cifrd a numdrului natural r. Aceasta este evident cifra

unitS{ilor num6rului n.

1. Dacd ,=ororun, folosind scrierea sistematicd in baza I0, n=a,"l}k-t +ar'
.l}o-t +...!eo-r.l0lao, constatdmugorcd n=lA(ar'l0r-2+ ar'l0k-3 +...+oo-r)+oo,

ceea ce conduce la concluzia cA u(n ) este restul impdrfirii numdnrlui nla 10.

ExEMrLUL t: u(ZlS)=5; u(17309)=9 ti 275=27 '10+5; 17309=1730'10+9.

2. Pentru orice numere naturale n, m, t (n -r rn) =u (u ( n ) + u (rz )).

Exnvprut 2: u(1785 + 570989) = u(5 + 9) = +.

3. Pentru orice numere naturale n,m,u(n'*)=u(u(n) "(r)).
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ExEMILUL 3: w (17 85. 5739) = u (5 .9) = S.

4. Proprietifile 2 qi 3 se pot generaliza:
a) Pentru ft numere naturale n1,n2,...,/t1,, are loc rela(ia u(nr+nr_t...*no)=
= r (r (n, ) + t(n,) +... + u (n* )).
b) Pentru ft numere naturale hy2/t2,...tk1,, are loc relatia u(nr.nr.....no)=
= u(r(q ).u(r,) ... "(r,))
5. Pentru kt=Hz=...=nk, oblinem: 

"("r)="([u{r))'), oricare ar fi n eN- qi
oricarearfi ke N.
Exrlaprur +: u(ts,)= u(8,)= 2.

6. Pentru determinarea ultimei cifre a diferenfei a doud numere naturale
qi m=W*4 sunt doud posibilitdli:

a) Daci ao 1 bo,atunci u(n - m) = u(G _ tr).
b) Daci ao )- bo, atunci u(n - m) = u(oo - b) = ao _ bo.

ExEMeLUL s: u(tz:es8 _ 49879)= u(18 _9) = g.

ExEMpluL o: u(tz:esa _ 49873)= u(8 _ 3) = 5.
Sunt numeroase cazuri in care este necesari determinarea ultimei cifre a unui numirnatural.
Din 5' rczultd ci este suficient sd cunoagtem ultima cifrd a puterilor nurnerelor de ocifri, aceasta conducdnd la algoritmi cu caracter general.

7.Dacd ne {0;,...9}, atunci u(nr) estedatdde:

z.t. u(ok )=0,Vfre N.;zr(10)=1,Ve N-

Z.Z. u(Sk )=5,Vfre N.;ez(O-)=6,Ve N*
7.3. Ultima cifrd a puterilor numerelor 2,3,7, g este datd de tabelul urmltor. Cum

cu r€ {0,1,2,3}.
acestea se repetd din 4 in 4, considerim k =4p+r

k 4p 4p+l 4p+2 4p+3
u(20) 6 2 4 8

u(3') I 3 9 7

u(70) I 7 9 aJ

u(80) 6 8 4 2

n = ara2."clk

7.4. ultima cifrd a puterilor n t*ort*7li 9 * tepetd din 2 in 2.
Considerdm k=2p+r cu re {O,t}.

k 2p 2p+l
u(40) 6 4

u(9u) I 9
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