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Capitolul I
NUMERE NATURALE

.1. PROPRIETATILE RELATIEI DE DIVIZIBILITATE IN N.

CRITERII DE DIVIZIBILITATE. NUMERE PRIME, NUMERE COMPUSE
PATRAT PERFECT, CUB PERFECT, ULTIMA CIFRA A UNUI
NUMAR NATURAL.

A. ELEMENTE DE TEHNICA MATEMATICA

A1 Proprietatile relatiei de divizibilitate, criterii de divizibilitate

Numirul natural a se divide la numaérul natural b daci existd un numir natural ¢ astfel
incdt a=bh-c.

Notim b]a (b divide a) sau a:b (a se divide la b).

1. Proprietitile relatiei de divizibilitate

1.1. a|la, Vae N;

1.2. Daca a,be N°, a|b sib
1.3. Daca a,b,ce N, alb sib

a, atunci a = b;

¢, atunci a|c.

2. Se deduc, de asemenea, urmitoarele proprietiti:
2.1. Dac# a,be N” si b|a, atunci b\(na),‘v’e N.

Demonstratie: b]a = Jke N astfel incat a=b-k=na=n-bk=>b- (nk) = b|(na).
EXEMPLUL 1: 15763 -25:5 pentru ¢a 25:5.

2.2.Daci a,b,de N',d b, atunci d|(a+b).

Demonstratie:

d[a si dlb:ﬂkl,kze Nal.a=d-ksib=d-k,=>a+b=d(k + k,)=>(a+b)}d.
EXEMPLUL 2: (57-29+29°-7):29 pentru ca 5-29:29 si 29° -7:29.

2.3. Daci a,b,de N",d|a, d|b si a>b, atunci a’|(a—b).

EXEMPLUL 3: (75398 —2°):2 pentru cd 75398:2 si 2°:2.

2.4. Dacd d,a,,qa,,...,a,€ N si d‘al,d a,,....d|a, , atunci

dlab tab, t..tah,), Vb,b,,..,b e N pentru care a,b, +a,b, +..2a b e N.
Demonstrafia se obtine din 2.1., 2.2., 2.3, dar dep&seste cadrul lucrarii.

EXEMPLUL 4: 7|(2°-7+2°-7* =27 -7*), pentru ca 7|7;7|7%;7|7°.

Doud numere naturale pentru care singurul divizor comun este 1 se numesc numere
prime intre ele. Vom scrie (a, b) = 1.

asid
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2.5. Daca a,b,ce N, a:b,aic si (b,c)=1, atunci ai(b-c).

EXEMPLUL 5: (577" ~5):10 pentru ca (5*-7° -5):5 si (5°-7° - 5):2.

2.6. Daci a,b,de N, a’[(a+b) si d|a, atunci d |b .

Demonstratie: d|(a+b) si d|la= Jk,k,e N astfel incat a+b=d -k, si
a=d-k,=>b=d(k k)= d|b.

Observatie: Prin reducere la absurd, se obtine imediat urmitoarea afirmatie: Dac#
a,b,de N', d|a si d|b, atunci d/(a+b).

EXEMPLUL 6: Dacd x,ye N, a=x+3y, b=3x+7y, atunci (a+b+3)l2.
Intr-adevar, a+b=2(2x+5) sia+b:2.
Cum 3/2= (a+b+3)[2.

3. Criterii de divizibilitate
Fie a=aaq,.a, numir natural. Atunci, @ -10""+a,-102+..+a,_ -10+a =
= 1()(a1 10" +4,-10 +...+a,, ) +a,.

Se pot deduce imediat criteriile de divizibilitate cu 2, 5, 10.
3.1. Un numér natural a se divide la 2 daca i numai dac3 u(a)e {0,2,4,6,8].

Observatie: Vom numi numér natural par un numir natural, divizibil cu 2 $i vom numi
numdr impar un numdr natural care nu se divide la 2.

Folosind teorema impartirii cu rest, orice numir natural se poate scrie in una din
formele a = 2k sau a = 2k+1. Se obtin astfel doud multimi disjuncte ale mulfimii
numerelor naturale.

N={2k|ke N}u{2k+1|ke N}.

EXEMPLUL 7: a) Suma oriciror doua numere naturale care au aceeasi paritate este un
numar par;

b) Suma oriciror doud numere naturale care au parititi diferite este un numir impar.

Fie a si b cele doud numere.

a) Dacé a §i b sunt pare, atunci u(a) siu(b)e{0,2,4,6,8}
=u(a+b)= u(u(a) + u(b))e {0,2,4,6,8} = (a+ b) este par.

Dacd a si b sunt impare, atunci u(a), u(b)e{1,3,5,7,9} = u(a+b)e{0,2,4,
6,8} = (a+b) este numar par.

b) Daca a este par si b este impar = 3k,,k, € N, astfel incit a = 2k si b=2k,+1>
=a+b=2(k +k,)+1=a+b este numar impar.

3.2. Un numar natural a se divide la 5 daci si numai daca u(a)e {o,5}.

EXEMPLUL 8: a=768979-144444 se divide la 5 pentru ci u(a)=5
3.3. Un numar natural a se divide la 10 daca si numai daci u(a)=0.

Observatie: Un numir natural se divide la 10 daca si numai daci se divide la 2 silas.
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EXEMPLUL 9: (6'° —2*)i10 pentru ci u(6'"° —2*)=0.
Consideram:

a=aa,.a =a-10"+a,-10" +..+a, -10+a, =

=100(q, 10" +a, - 10" +...+a, , ) +a, a,.

Obtinem, astfel, criteriile de divizibilitate cu 4, 25, 100.

3.4. Un numir natural se divide la 4 daci si numai dacd numérul format cu ultimele
dous cifre ale sale se divide la 4.

3.5. Un numir natural se divide la 25 daca si numai dacid numarul format cu ultimele
douai cifre ale sale se divide la 25.

3.6. Un numir natural se divide la 100 daca si numai daca ultimele doua cifre ale sale
sunt nule.

EXEMPLUL 10: 75896432:4 pentru ci u, (75896432) =32 si 32:4.

176593525 pentru ci u, (1765935)=35 si 35/25.

Vom nota M, un multiplu oarecare al numarului a. Astfel, sunt utile urmitoarele
precizari:

a) (a+b) =M, +b"; (a+b) =a"+M,, VneN;

b) (a—b)" =M, +b™; (a—b)" =a"" +M,;

c) (a—b)zn+1 =M,-b"",; (a——b)m1 =a"+ M,.

EXEMPLUL 11: 10" =(9+1)" = M, +1. Cum multiplii lui 9 sunt si multipli ai lui 3,
putem scrie 10" = M, +1.

Putem observa ci a=aa,..a,=(M,+1)-a +(M,+1)-a,+..+ (M, +1)-a, +a,=
=M, +(a, +a, +...+a,)si obinem:

3.7. Un numdr natural se divide la 3 daci si numai daca suma cifrelor sale se divide la 3.
EXEMPLUL 12: Numirul a= 40..0 8 se divide la 3 pentru ci s(a)=4+8=12 si

2013 termeni
12:3.
3.8. Un numir natural se divide la 9 daci si numai daca suma cifrelor sale se divide la 9.
EXEMPLUL 13: Orice numir de 9 cifre cu toate cifrele identice este divizibil 1a 9.
n mod aseminitor se pot obtine criterii de divizibilitate cu divizorii lui 1000, adica 8,
125, 1000, folosind numirul format cu ultimele trei cifre ale numarului dat.
Folosind 10*" = (11-1)"" = M,, +1 si 10°™" = M,, -1, putem obtine:
3.9. Un numdr natural se divide la 11 daci si numai dac3 diferenta dintre suma cifrelor
situate pe pozitii pare si suma cifrelor situate pe pozitii impare se divide la 11.
EXEMPLUL 14: 321465903:11 pentru ci (3+1+6+9+3)—(2+4+5+0)=
=22-11=11:11.
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EXEMPLUL 15: Aflati cite numere naturale de forma 5= abcde au proprietatea
(abe +de)i11.

n=abc:10? +de=abc-99 + abe + de.

(aTw+%)§1 1= n:11. Existd 90 000 de numere de 5 cifre, dintre care 8181 se divid
la11.

3.10. Un numir a=aqga,..a, se divide la de{7,11,13} daci si numai daca

aa,..a, ;—a, ,a,_a, sedividelad
Observatie: {7,1 L13} e D,

001°

A2: Numere prime, numere compuse
Multimea numerelor prime reprezinti o clasi foarte importanti de numere naturale.
Majoritatea rezultatelor importante ale teoriei numerelor, referitoare la numere prime,

depésesc nivelul clasei a VI-a si ele vor putea fi completate progresiv in clasele
urmatoare.

Numim numér prim orice numir natural P22, care are exact doi divizori: pe 1 si pe
el Tnsusi.

Observatie:

1. Numerele 0 si 1 nu sunt numere prime.

2. Singurul numdr par, care este numir prim, este numdérul 2. (Toate celelalte numere
pare se divid la 2, deci au cel putin trei divizori.)

Orice numér ne N\{0,1}, care nu este numar prim, se numeste numéar compus.

Se pun urmatoarele intrebari:

1. Cate numere prime exista?

2. Care este forma numerelor prime?

La prima intrebare, raspunsul este dat de urmitorul rezultat:

Teorema 1: Existd o infinitate de numere prime.

Demonstratie: Presupunem ci nu existi o infinitate de numere prime. Fie n numérul
acestora. Mulfimea numerelor prime va fi P= {p.,p,>.p,}. Vom demonstra ci

numérul p=p, - p,-... p, +1 este numdr prim.
Este evidentca p>p,, Vi= 171 si cd p; nu este divizor al lui Py N = ITn Rezulta ca p
nu se divide la niciun numdr prim, adici este el insusi numdr prim. Cum p¢ P, se

constatd o contradictie intre presupunerea ci toate numerele prime sunt in multimea P
si faptul cd pe P, desi p este numir prim. In consecintd, presupunerea a fost falsi si
existd un numar infinit de numere prime.

As: Patrate perfecte

1. Pentru a demonstra cd un numdr natural este pdtrat perfect putem folosi unul
dintre rezultatele urmdtoare:
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1.1. Un numir natural 7 este pitrat perfect daci existi ke N astfel incat n=k>.
EXEMPLUL 1: 0=0°;1=1%; 16 =4%; 169 =13*. Vom spune ci 0, 1, 16, 169 sunt
patrate perfecte.

EXEMPLUL 2: Daci ae N, atunci a® este pitrat perfect pentru cd a° = (a3 )2 sia’eN.
1.2. Produsul a doua pitrate perfecte este un patrat perfect.

Demonstratie: Fie a=n" sib=m" cum,ne N.

Atunci a-b=n"-m’ =(n-m)2 si n-me N, deci a-b este patrat perfect.

EXEMPLUL 3: 64" -9%* = (8” )2 -(33" )2 = 64" -9°" este patrat perfect.

1.3. Rezultatul anterior se poate generaliza:

Daci q,,qa,,....,a, sunt patrate perfecte, atunci produsul p=a, -a,-...-a, este patrat
perfect.

EXEMPLUL 4: 64" -9 .21° = (8” )2 (3™ )2 -(213 )2 este pitrat perfect pentru ci se scrie
ca produs de pitrate perfecte.

Observatie: Pentru a, =a, =...=a, pitrat perfect, atunci p=(a,)" este patrat perfect,
oricare ar fi ke N.

EXEMPLUL 5: 81" -16”" = [(9 -4 )2] este patrat perfect pentru cd se scrie ca putere cu

exponent natural a unui patrat perfect.

1.4. Orice putere cu exponent par a unui numdr natural este patrat perfect.

Intr-adevir, pentru ke N*, k*" =(k")* si k" e N, rezulta k> este patrat perfect.
Observatie: Daci un numir natural este scris ca putere cu exponent impar nu rezultd
cd acesta nu e patrat perfect.

EXEMPLU 6: 64 =4° este putere cu exponent impar dar, 64 =8’ si este pétrat perfect.

1.5. Un numir natural, descompus in factori primi, este patrat perfect dacd si numai
daca toti factorii sunt patrate perfecte.

Demonstratie: Fie a=p" - p)> -...- p;* cu p,, p,,..., p, numere prime distincte.

Daca p";p;;...; p;* sunt pétrate perfecte 1:>3 a este patrat perfect.

Pentru implicatia reciprocd facem precizarea ca, dacd a este patrat perfect, iar p este
un numdr prim, divizor al lui a, atunci p2 va fi, de asemenea, divizor al lui a.
Consideraim acum a patrat perfect cu descompunerea in factori primi a=p" - p;* -

. p . Rezultd ci existi ne N astfel incat p/".p} ... p¥ =n’. De aici, p,|n’

i b

Wi =—1—,—l€. Cum descompunerea in factori este unicd, rezultd »,:2, V i =i,—l'c-: toti

1-4
factorii p;* sunt puteri cu exponent par ale unor numere naturale = sunt patrate

perfecte.
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1.6. Orice patrat perfect nenul se poate scrie ca sumd de numere naturale impare
consecutive cu primul termen al sumei 1.

Demonstratie: Fie a=n*,n+0 patrat perfect nenul. Vom demonstra ci
a=143+5+..+(2n-1).

1+3+5+"'+(2n_1)=(1+2+3+"'+2n)“2(1+2+...+n): 2n(22n+1)_2
1
'n(n; )=”(2”+1)""("+1)=2n2+n—n2—n=n2:>n2=1+3+5+...+(2n—1).

EXEMPLUL 7: Numérul a=4+4-3+4.5+4.7 +...+4-99 este pitrat perfect pentru ci
a=4(1+3+5+...+99)=22-(l+3+5+...(2-50—1))=22-502=1002 si este pitrat
perfect.

2. Pentru a demonstra cd un numdr natural nu este pdtrat perfect putem folosi:

2.1. Daci cifra unititilor unui numir natural apartine multimii {2,3,7,8}, atunci acel
numar nu este patrat perfect.

Demonstratie: Vom arita c3, daci a este patrat perfect, atunci cifra unittilor numarului
a este una dintre cifrele: 0, 1, 4, 5, 6, 9. intr-adevﬁ;r, considerdnd a =k, ke N i notand

not

u (x) = cifra unitétilor numarului x, obtinem corespondenta descrisi de tabelul urmitor:
u(k) O (112 (3|4|5]6|7]|81]09
u(#) | 041 |lalole|s|e|lolalq

u(a)= u(kz)e {0,1,4,5,6,9}.

EXEMPLUL 8: Numirul 2170573 nu este patrat perfect pentru ¢ #(2170573) = 3 si
3¢{0,1,4,5,6,9} .

Observatie: Daci ae N si u(a)e{0,1,4,5, 6,9}, nu rezultd ci a este pitrat perfect.
EXEMPLUL 9: u(19)=9€{0,1, 4,5,6,9} si 19 nu este pitrat perfect.

2.2. Intre doua patrate perfecte consecutive n’ si (n+1)2 existd exact 2»n numere

naturale, dar niciunul dintre ele nu este patrat perfect.

EXEMPLUL 10: Produsul a doui numere naturale nenule consecutive nu este pdtrat
perfect.

Vom demonstra c3, oricare ar fi doui numere naturale consecutive # si n+1, produsul
lor este cuprins intre dous pitrate perfecte consecutive.

Fie a=n-(n+1); ne N",

n<n+1:>n(n+1)<(n+1)2

=n’< +1)<(n+1) =
n2<n(n+1) nsnla el )

=n’<a<(n+1)’ =a nueste patrat perfect.
2.3. Daci g este numdr prim, atunci a nu este patrat perfect.
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Demonstratie: Presupunem, prin reducere la absurd, ¢ a este patrat perfect. Rezulta ca
existi ne N astfel incat a=4k*, adicA a=k-k, de unde ak si a#k,k#l,
contradictie cu faptul ci a este prim. Presupunerea a fost falsa si @ nu este patrat perfect.

2.4. Daci a este numar natural, iar p este numér prim astfel incét pl a si p*fa,atuncia

nu este pitrat perfect. Aceasta este o consecintd a faptului cé, daca p este prim si p

a,
iar a este patrat perfect, atunci p’ l a.

EXEMPLUL 11: Numidrul a=1-2-3-..-16 nu este pitrat perfect pentru cd existd
p=13astfel incdt p|a si p* la

2.5. Dacd in descompunerea in factori primi a numérului natural a existd cel putin un

factor care nu este patrat perfect, atunci a nu este pétrat perfect.
Afirmatia rezulta din 1.5. prin reducere la absurd.

EXEMPLUL 12: a=(16-45)3 nu este patrat perfect pentru cd descompunerea sa in

factori primi este @ =2"-3-5" si contine factorul 5’ care nu este patrat perfect.

2.6. Daci numarul natural a are un numir par de divizori naturali, atunci a nu este patrat
perfect.

Demonstratie: Vom demonstra ci numarul divizorilor oricdrui patrat perfect este impar.
Pentru acestea, ne amintim c#, dacd a=p"-p)-...-p/* este descompunerea
in factori primi a numarului g, atunci numidrul divizorilor lui a este
o(a)=(m +1)(n, +1)-...-(n, +1). Cum a este pétrat perfect, numerele r,,n,, ...,n, sunt
pare = toti factorii 7, +1, n, +1, ..., m, +1 sunt numere impare = c(a) este numar
impar.

EXEMPLUL 13: Numirul a=3'"-7% .5 are 106-65-103 divizori, adica are un numar
par de divizori, deci nu este pétrat perfect.

2.7. Pentru orice numir natural »n>=3, existd re {0, 1k n—l} astfel 1incat

s {n k+rlke N*} nu contine niciun patrat perfect.

EXEMPLUL 14: Nu existd patrate perfecte de forma 3k + 2.

Vom demonstra ci pentru orice numar natural a pétratul sau, a*, se scrie in una
din formele: a®> =3k sau a’>=3k+1. Folosind teorema impdrtirii cu rest,
a=3p+r,re{0, 1, 2}. Pentru r=0=>a’=9p>=3-(3p°)=3k cu k=3p°.
Pentru r=1=a’>=9p° +6p+1=3(3p2 + 2p)+1=3k+1, unde k=3p” +2p. Pentru
r=2=a"=9p’ +12p+4=3(3p’ +4p+1)+1 =3k +1, cu k=3p’ +4p+1.

Obtinem c3, dacd un numdr este de forma 3k + 2, atunci acesta nu este pdtrat perfect.
Observatie: Cu justificdri similare putem formula alte rezultate utile:
EXEMPLUL 15: Dacd numairul natural ¢ are una dintre formele: a =4n+2; a=4n+3;

a=5n+2; a=5n+3; a=6n+2; a=6n+5,..atunci a nu este patrat perfect.
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Aa: Cuburi perfecte

1. Pentru a demonstra ci un numdér natural este cub perfect:

1.1. Numérul natural # se numeste cub perfect daci existd un numsr natural & astfel
incat n=4k".

EXEMPLUL 1: 0=0°; 1=1°; 8=2: 1000 =10°. Rezulta ca numerele 0, 1, 8, 1000 sunt
cuburi perfecte.

1.2. Produsul a doud cuburi perfecte este cub perfect.

Demonstratie: Fie a=n’ si b=m’ cu n, me N.

Atunci, a-b=n’-m’ =(n-m) si n-me N=q beste cub perfect.

EXEMPLUL 2: 64" -9* =(4” )3 (9 )3 = este cub perfect, ca produs de doui cuburi
perfecte.

1.3. Afirmatia 1.2. se poate generaliza: Daci a,,a,, ...,a, sunt cuburi perfecte, atunci
produsul p=aq, -a,-..-a, este cub perfect.

EXEMPLUL 3: a*-27" 5% =(a')'-(3')' (&) este cub perfect, Va,be N°,¥n, k. pe N.

Observafie: Pentru a, =a, =...= g, cuburi perfecte, numarul p=(a,)" este cub perfect,
oricare ar fi ke N.

EXEMPLUL 4: 27"-16™ =[(3-16)3]n = (48’ )" este cub perfect pentru ci se scrie ca

putere cu exponent natural a unui cub perfect.

1.4. Orice numdr natural nenul, care se scrie ca putere cu exponentul multiplu al lui 3,
este cub perfect.

Intr-adevar, pentru ke N Y (k” )3 si k"€ N, deci k" este cub perfect.

Observatie: Dacd un numdr natural este scris ca putere cu exponent care nu se divide
la 3, nu rezultd ca acesta nu este cub perfect.

EXEMPLUL 5: @’ are exponentul 2 si 2/3. Pentru a =8, obtinem a’ =4°, care este
cub perfect.

1.5. Un numér natural, descompus in factori primi, este cub perfect dacd si numai
daca toti factorii sunt cuburi perfecte.

7

Demonstrafie: Fie a=p" - p . ... P cu py,p,,..., p, numere prime distincte.

1.3,
Dacd p" - p;* -...- p™* sunt cuburi perfecte =>a=p" . pr. .. D, este cub perfect.
Pentru reciprocd, luim in considerare faptul c&, dacd a este cub perfect, iar p este
numar prim, divizor al lui a, atunci p’ este divizor al lui a. Fie g cub perfect = Ine N

astfel incat a=n’, a=p". p» ... Pt = pln’,Vi=Lk. Cum descompunerea in
factori primi este unicid, facand abstractie de ordinea factorilor, rezulti ci
n,:3,Vi=1k=> toti factorii p;" sunt cuburi perfecte,

2. Pentru a demonstra cd un numdir natural nu este cub perfect:

2.1. Intre doud cuburi perfecte consecutive n’ si (n+ 1)3 sunt exact 3n” +3n numere
naturale, dar niciunul dintre ele nu este cub perfect.
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EXEMPLUL 6: Produsul a trei numere naturale nenule consecutive nu este cub perfect.
Intr-adevir, fie a=n(n+1)(n+2),ne N".
n<n+l

e ) 3
n<n+2_>n <(n+1)(n+2)’ n=>n’<a (1).

Pe de altd parte, n’ +2n<n’ +2n+1< n(n+2) <(n+1)2|-(n+1):> n(n+1)(n+2)<

o)
<(n+l)3 :a<(n+1)33n3 <a<(n+1)3 => a nu este cub perfect.

2.2. Daca a este numar prim, atunci a nu este cub perfect.

2.3. Daci a este un numdr natural §i p este un numar prim astfel incat p]a sip’ X a,
atunci a nu este cub perfect.

EXEMPLUL 7: Numdrul a=1-2-3-...-30 nu este cub perfect pentru ci 13la si 133Xa.

2.4. Dacd in descompunerea in factori primi a numarului natural g exista cel putin un
factor care nu este cub perfect, atunci a nu este cub perfect.
Acest rezultat se deduce prin reducere la absurd.

EXEMPLUL 8: Numirul a=2"-24" nu este cub perfect pentru ci descompunerea sa
in factori primi este a=2% -3" si 3" nu este cub perfect.

As: Ultima cifrd a unui numar natural

Determinarea ultimei cifre a unui numar ne oferd informatii importante asupra
proprietatilor acestui numar. Uneori, este necesar si determinim ultimele doua cifre
ale numarului.

Criteriile de divizibilitate cu 2, 5, 10 sunt in strAnsd dependentd cu ultima cifrd a
numerelor, iar criteriile de divizibilitate cu 4 si 25 sunt in legaturd cu ultimele doud
cifre ale numarului.

Ultima cifrd a unui numir este utild si in a stabili daca acest numar poate fi patrat
perfect.

Vom nota cu u(n) = ultima cifrd a numairului natural n. Aceasta este evident cifra
unititilor numérului 7.

1. Dacd n= m:, folosind scrierea sistematicd in baza 10, n=gq,-10" +aq, -
102 +...+a,_, -10+a,, constatim usor ca n=10(g, 10" +4a,-10"” +..+a,)+a,
ceea ce conduce la concluzia cd u(n) este restul impartirii numarului # la 10.
EXEMPLUL 1: u(275)=5; u(17309)=9 si 275=27-10+5; 17309=1730-10+9.

2. Pentru orice numere naturale n,m, u(n+m)= u(u(n) + u(m)).

EXEMPLUL 2: u(1785+570989)=u(5+9)=4.

3. Pentru orice numere naturale n,m, u(n-m)= u(u(n)u(m))
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EXEMPLUL 3: u(1785-5739) =u(5-9) =5.

4. Proprietatile 2 si 3 se pot generaliza:

a) Pentru k& numere naturale MMyt are loc relatia u(m +n, +..4+n, )=
:u(u(nl)+u(r12)+...+u(nk)).

b) Pentru & numere naturale oMy, are loc relafia u(n -n,-...n,)=
=u(u(nl)-u(n2)-,..-u(nk)).

5. Pentru m =n,=..=n_, obtinem: u(n"):u((u(n))k), oricare ar fi ne N" i
oricare ar fi ke N.

EXEMPLUL 4: u(18")=u(8*) =2,

6. Pentru determinarea ultimei cifre a diferentei a doud numere naturale » = m

si m=bb,..b, suntdoud posibilitati:

a) Dacd @, <b ,atunci u(n—m)=u(i_,:—b )
b) Dacd g, 2b,, atunci u(n—m)=u(a, ~b,)=a, b,
EXEMPLUL 5: u(173958-49879) = u(18-9) =9.

EXEMPLUL 6: u (173958 -49873) =u(8-3) =5.

Sunt numeroase cazuri in care este necesard determinarea ultimei cifre a unui numar
natural.

Din 5. rezultd ci este suficient si cunoagtem ultima cifrd a puterilor numerelor de o
cifrd, aceasta conducand la algoritmi cu caracter general.

7. Dacd ne{0,1,...9}, atunci u(nk) este dati de:
7.1, u(0°)=0,Vke N';u(1')=1,Ve N’
7.2. u(5")=5Yke N';u(6")=6,Ye N'

7.3. Ultima cifrd a puterilor numerelor 2,3, 7, 8 este datd de tabelul urmitor. Cum
acestea se repetd din 4 in 4, considersim & =4 p+r cure {0,1,2,3}.

% dp_| 4pt1 [ 4p+2 [ 4p+3
u(2") 6 2 4 8
u(3") 1 3 9 7/
u(7") 1 g, 9 3
u(8h) 6 8 4 2

7.4. Ultima cifrd a puterilor numerelor 4 §19 se repeti din 2 in 2.
Consideraim k=2p+r cu re {o,1}.

k 2p | 2p+1
u(4’f) 6 4
u(9%) 1 9
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